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对称轨道及张量的新理论方法＊
周泰锦
(厦门大学化学系物理化学研究所 ,固体表面物理化学国家重点实验室 ,厦门 361005)
摘要　　提出了产生对称轨道(symmetric o rbi tal , SO)的标准方法与封闭公式.SO


















的对称性质 , 虽然 Abelian群的对称性质已应用于 FCI 计算中[ 8] .基本原因在于:采用 CMO
作为单电子基函数 ,对于具有多维(蜕化)不可约表示的点群 ,对称操作可将一个基函数变换成
几个基的线性组合 ,而不是单纯的一项.设 CMO基在群元作用下 ,一项变成了 k 项 ,对于 N
秩张量的计算 ,是一个 k
N




最近几年 ,我们已逐步发展了点群对称化的新方法[ 9 ～ 15] .它与不可约张量方法有着明显
的区别.我们定义了群对称原子轨道(SAO)及群对称分子轨道(SMO)这两个概念.SAO与
SMO 在点群对称操作下的变换性质是一致的.但 SMO是正交集合 ,而 SAO则是更定域的非
正交的原子轨道 ,统称为 SO.设 G ={g}为 KG 级点群 , M 为 SO基函数 ,对于 G 的任一群
元g ,
gM =εM′, (1)
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gM(N)=εM′(N), (2)
其中 M′(N)是与 M(N)等价或相同的SOT , ε为相因子 ,满足(1)式的 SO 和(2)式的 SOT 在
G下具有类似的变换性质 ,形成 SOT 表示.SO的构造及 SO 基与 CMO 基的联系与区别是
SOT 理论方法的基本问题.如采用实基 ,一维及三维不可约表示能单独构成 SO ,但二维 E表
示在有三次对称轴或五次以上对称轴的情况下 ,不能单独构成 SO.虽然在有三次轴的情况
下 ,可由一维表示与二维 E 表示的基函数杂化成 SO.但在有五次或七次对称轴的体系 ,例如
C5 ,C7 ,K , I 群体系和线性分子等 ,则无法用实基构成 SO的完全集合.我们曾定义了线性分
子的复共轭 SO[ 14] .本文提出一个更普遍的封闭公式 ,使属于任何点群的各种分子体系 ,都能





便 ,本方法对每个非中心原子(配体)采用局域坐标系.设原子 a 在标准坐标系的角向量用
( , θ)表示 , e(1 , a), e(2 , a), e(3 , a)分别表示 a 原子局域坐标系 x , y , z 轴的单位向量.
e(1), e(2), e(3)分别表示标准坐标系 x , y , z 轴的单位向量
e(1 , a)= e(1)cos cosθ+e(2)sin cosθ-e(3)sinθ, (3)
e(2 , a)=-e(1)sin +e(2)cos , (4)
e(3 , a)= e(1)cos sinθ+e(2)sin sinθ+e(3)cosθ. (5)
在 g 作用下 , a 原子变换到等价的a′位量 ,设 α表示 e(1 , a′)与 ge(1 , a)间的夹角 , I 区分旋
转(I=1)与象转(I =-1),则有
ge(3 , a)= e(3 , a′), (6)
ge(1 , a)= e(1 , a′)cosα+e(2 , a′)sinα, (7)
ge(2 , a)=-e(1 , a′)sinα+e(2 , a′)cosα　　　(I =1), (8)
ge(2 , a)= e(1 , a′)sinα-e(2 , a′)cosα　　　　(I =-1), (8′)
(8)与(8′)式分别对应于旋转与象转 ,因此 ,对称操作对局域坐标系单位向量的变换可用 3个
量子数(α, I , a′)表征
ga =g(α, I , a′)a , (9)
旋转角 α必须满足
mod(K Gα,360)=0. (10)
对于局域坐标系的复基函数 M(l , m , a)及实基函数 M(l , m x , a)、M(l , my , a),有下面的
联系
M(l , m , a)=2
-1/2
(M(l , m x , a)+iM(l , my , a)). (11)
对称操作 g 对基函数M 的作用 ,可用 2个量子数(M(g), φ(g))特征
gM =gM(l , m , a)=exp(mα(g)i)M(l , m′, a′)=
exp(φ(g)i)M(l , m′, a′)=exp(φ(g)i)M(g), (12)
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{M(g);g=1 , …, K G}与{φ(g);g=1 , …, K G}分别称为基函数结构与相因子结构 ,它完整
地表述了基函数 M 在 G 下的变换.φ=mα满足(10)式
mod(K Gφ,360°)=mod(K Gmα, 360°)=0. (10′)
两种特殊情形是:φ=0则 gM =M(g);φ=180°则gM =-M(g).若与 a 等价的原子数目为
n-1 ,分下面几种情形讨论 M(l , m , a)在 G 下的变换与所产生的SO子空间(表示)的维数.
1)m =0 ,量子数 φ=0
gM(l ,0 , a)=M(l ,0 , a′). (13)
在 G 下形成 n 维 SO 表示.2)m ≠0 ,对于任意群元 g ,均满足:
mod(φ(g),180°)=0. (14)
则 M(l , m x , a)与 M(l , my , a)构成 2个不同的表示 ,每个表示维数为 n.3)m ≠0 ,对于一
切对称操作 , g 均满足
mod(φ(g),90°)=0. (15)
但至少有一个 g ,(14)式是不成立的 ,则 M(l , m x , a)与 M(l , my , a)是等价的 ,可在 G 下互
换但不混合.形成 2n 维实 SO 表示.4)m ≠0 ,对于 G 的对称操作 ,至少有一个 g(15)式不
成立 ,并且对于 g(a)=a ,即 a 原子不变的对称操作均为旋转 , I =1 , 此时实基 M(l , m x , a)
及M(l , my , a)在 G 下可相互混合 , 但复基 M(l , m , a)与 M(l , -m , a)是不混合的.
M(l , m , a)与 M(l , -m , a)分别形成 2个 n 维 SO表示.5)m ≠0 ,对于 G 的对称操作 ,至
少有一个 g(15)式不成立 ,但有一个或几个满足 g(a)=a 的对称操作为象转 ,则 M(l , m , a)
与 M(l , -m , a)在 G 下可换 ,属于同一 SO 表示 ,故维数为 2n.
1.2　中心原子
中心原子采用标准坐标系 ,可分为单轴群与立方体群讨论.
1.2.1　单轴群　　包括 Cn , Dn ,Cnv , Cnh , Dnd和 Sn 等大部分点群 ,其特点是在 G 的元素作用
下 ,坐标轴基向量 e(3)(z 轴)不与 xy 平面混合.对于沿着 z 轴的纯转动或通过 z 轴的对称
平面 , g(e(3))=e(3).对于 C2(沿 x 或 y 轴)、σh , Ci 等操作 , g(e(3))=-e(3).用相因子
量子数 α,可写为
g(e(3))=exp(αi)e(3)= e(3), 　α=0 , (16)
g(e(3))=exp(αi)e(3)=-e(3), 　α=180°. (17)
e(1)及 e(2)在 G下的变换 ,可写为
g(e(1))=e(1)cosα+e(2)sinα. (18)
若 g为旋转且g(e(3))=e(3)或 g 为象转且ge(3)=-e(3),则有
g(e(2))=e(2)cosα-e(1)sinα. (19)
若 g为旋转且g(e(3))=-e(3)或 g 为象转且ge(3)=e(3),则
g(e(2))=e(1)sinα-e(2)cosα. (20)
在 G 下中心原子轨道M(l , m)的变换可分为两种情形讨论:
情形 1　m =0时 ,若 mod(l ,2)=0 ,
gM(l ,0)=M(l ,0), (21)
相因子 φ=mα=0 ,形成一维全对称表示.若 mod(l , 2)=1 ,则 M(l , 0)与 e(3)在 G 下的变
换是一致的.相因子 φ=0或 φ=180°.
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情形 2　 m >0时 ,根据量子数 φ=mα分几种情形讨论如下:1)对于所有的对称操作 ,
(14)式成立 ,此时 M(l , m x)与 M(l , my)是不混合的 ,形成 2 个一维表示.2)对于所有的对
称操作 ,(15)式成立 ,并且对于 G的对称操作 ,至少有一个 g(14)式不成立 ,则在 G 下M(l ,
m x)与 M(l , my)可互换 ,但两者不会混合 , M(l , m x)及 M(l , m y)形成二维实表示.3)在 G
下至少有一个对称操作(15)式不成立 ,并且所有的对称操作 , e(2)按(19)式变换 ,则 M(l , m)
与 M(l , m)单独形成两个一维复表示.4)在 G 下至少有一个对称操作 ,(15)式不成立 ,但有
一个或几个对称操作 , e(2)按(20)式变换 ,则 M(l , m)与 M(l , -m)在 G 下可互换 ,形成二
维复表示.
1.2.2　立方体群(O ,T ,Oh ,Td ,Th)　　立方体群的基本特点是 e(1), e(2), e(3)即 x , y , z 轴
在G 下能相互变换 ,但不混合 ,原子轨道基不象单轴群那样按磁量子数分类 ,对于 s ,p , d , f壳
层 ,分述如下:
1)s壳层　　s壳层形成一维全对称表示.
2)p壳层　　p x , py , pz 分别对应于 e(1), e(2), e(3),形成三维 SO表示.























πi d x2 +exp
2
3
πi dy 2 ,则在 G 下不产生混
合.在 C3 轴(111方向)作用下
C3(dz 2 +idx 2-y 2)=exp(120°i)(dz 2 +idx 2-y2), (22)
C3(dz 2 -idx 2-y 2)=exp(-120°i)(dz 2 -id x2-y 2). (23)
点群 T 的 dz 2+id x2-y 2及共轭复基 dz 2-id x 2-y 2 ,分别形成 2个一维复 SO.但在 Td ,Oh ,T h ,O
的情形 ,有 σd , σh 等对称操作使两个复基变换
σd(dz2 +idx 2-y 2)=(dz2 -idx 2-y 2), (24)
这两个基构成二维复 SO.




4 6 f xz




6 f yz 2 + 10 f y(3 x2-y 2) , (26)
f z 3= f z 3 , (27)
f x(z 2-y 2)=
1
4
10 f xz 2 + 6 f x(x2-3y 2) , (28)
fy(z 2-x 2)=
1
4 10 f yz
2 - 6 f y(3 x 2-y 2) , (29)
f z(x 2-y 2)= f z(x 2-y2), (30)
中心原子的 SO表示 ,与配体 SO一样 ,均可用 2 个量子数{M(g);g =1 , …, K G}与 {φ(g);
g =1 , …, KG}表征.
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综合上述 ,对于任何点群 、任何分子体系的基函数都按上述约规标准化 ,配体与中心原子
作不同处理.配体采用局部坐标系 , SO 是使配体原子不变的对称操作构成的子群的不可约
基.在该子群的陪集生成元的作用下 ,则从一个原子的基函数变换为另一个原子的基函数.
中心原子 SO 就是通常不可约表示基函数 ,并分为单轴群与立方体群两种情况.在单轴群的
情况下 , z 轴与 xy 平面是不混合的.M(l , 0)的基函数指向 z 轴方向 ,形成一维表示.当
 m >0时 M(l , m)根据不同情况形成一维 、二维实表示或复表示.对于立方体群 ,构成2个
新的复基 dz 2+id x2-y 2及共轭复基 dz2 -id x 2-y 2 ,在 G 下能相互变换 ,但不混合.三维表示 3
个基函数均分别对应 x , y , z 轴方向 ,但不同三维表示的相因子结构各不相同.当两个系列的
相因子结构相同时 ,即为重复表示.例如在 T 群的情况 , px , py , pz 与dyz , d xz , dxy的相因子结




闭公式.由在 G 下的变换特性确定是采用实基或复基.对于 G 的任何对称操作(15)式均成




满足(2)式的 SOT(它包括满足(1)式的 SO , SO 是一秩张量 ,是(2)式的特殊情况)构成
SOT 表示.为了求得给定点群完整的 SOT ,我们引入 3 个序号 s , t , u 对 SOT 分类.每个
SOT 可写为 M(s , t , u),其中 s是 SOT 表示序号 , t 是SOT 表示分量序号 , u 是重复度序号.
相同 s , t 不同u 序号的SO T 在 G下是共变的.设 M(s1 , t 1 , u 1)与 M(s2 , t 2 , u2)为2个SOT
gM(s1 , t 1 , u1)=exp(φ1i)M(s1 , t 1′, u1), (31)
gM(s2 , t 2 , u2)=exp(φ2i)M(s2 , t 2′, u2), (32)
M(s , t , u)在 G下指标 s和u 是不变的.M(s , t , u)可简写为 M(s , t).现考虑这 2个SOT
直积在 G下的变换
gM(s , t)=gM(s1 , t 1)M(s2 , t 2)=exp(φ1i)M(s1 , t 1′)exp(φ2i)M(s2 , t 2′)=
exp((φ1 +φ2)i)M(s , t′).
(33)
故 2个SOT 的直积也是 SOT ,相因子 φ具有加和性.即
M(s1 , t 1)M(s2 , t 2)=M(s , t). (34)
对于 M(s1 , , t 1)与 M(s2 , t 2)是否可换需考虑以下 3种情形:1)若 s1≠s2 ,则
M(s1 , t 1 , u1)M(s2 , t 2 , u2)=M(s2 , t 2 , u2)M(s1 , t 1 , u1). (35)
2)若 s1=s2=s和u1=u2 ,这 2个 SOT 属于相同的子空间 ,可在 G 下互相交换 ,则(35)式也
成立.若 s1=s2=s和 u1≠u2及 t 1=t 2 ,(35)式也成立.3)若 s1=s2=s和 u1≠u 2及 t 1≠
t 2 ,M(s , t 1 , u1)与 M(s , t2 , u2)是不同子空间的 SOT
M(s , t 1 , u1)M(s , t 2 , u2)≠M(s , t 2 , u2)M(s , t 1 , u1). (36)
在SOT 序列中 M(s , 1 , u)(t =1)被称为特征 SOT(character SOT , 简写为 CT).因为
M(s , t , u)(t≠1)与 M(s ,1 , u)是等价的 ,可在 G 下互相转换 ,每一个表示 s由M(s ,1)所特
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征 ,根据(1)与(2)式必可以找到 G 的一个子群 Ga{ga a=1 , …K a}, Ga 的级为Ka .对于在 Ga
中的任一元素 ga 均有:
gaM(s ,1)=exp(φai)M(s , 1). (37)
对应于 Ga 有Ka 个相因子(φa , a=1 , … , Ka),称为 M(s ,1)的相因子结构.M(s , 1)被称为
子群 Ga 和群元ga的本征函数 , exp(φai)是本征值.设 g t 为 Ga 子群的陪集生成元 ,共有
K G/K a-1个陪集生成元.每个陪集生成元 g t作用于M ,转换 M 为M t
g tM(s ,1)=exp(φt i)M(s , t), 　　t =2 , …, K s , (38)
形成 K s=K G/K a 维表示{M(s ,1),M(s ,2), …, M(s , K s)}.g t 是一个转移算符.对于一个
给定的点群 ,其子群数目是有限的 ,确定的.对于某一给定的子群 ,其相因子结构必须满足方
程(10′),也是有限的 ,确定的.因此一个给定点群有确定的数目不多的 SOT 表示的集合 ,每
一个 SOT 表示由对应于 M(s ,1)的子群{ga}及相因子结构所特征 ,因为2个SOT 的直积仍为
SOT ,因此 SOT 对于乘法运算是封闭的.SOT 的乘法运算构成一个有限群 ,可称为 SOT 群 ,




于恒等表示的矩阵元是非零的 ,非零矩阵元为物理因子.按照 SOT 方法 ,设 M(N)为任意由
N 个 SO构造的 N 秩张量 ,则它仍为一个 SOT ,可写为 M(N)=M(s , t , u).设 M(N)=
M(s , 1 , u)为 CT ,M x(N)为 M(N)的值 ,{ga}为对应于 M(N)的子群 , gaM(N)=gaM(s ,1 ,
u)=exp(φai)M(s ,1 , u)=exp(φai)M(N),则有
M x(N)=exp(φai)M x(N). (39)
很明显 ,若 M x(N)≠0
exp(φai)=1 , 　　φa =0　{a =1 , … , Ka}. (40)
(40)式是 M x(N)非零的必要条件 ,若 M x(N)非零 ,让陪集生成元 g t 作用于M(N),
g tM(N)=gtM(s , 1 , u)=exp(φt i)M(s , t , u)=exp(φt i)M(N)t , (41)
Mx(N)t=exp(-φti)M x(N)=M x(s , t)M x(N). (42)
至于与 M(N)张量相同子空间的其他张量的数值 ,与 Mx(N)只有相因子的差别.由 N 个
SO基所构成的 N 秩张量 ,必为某一个 SOT(M(s , t , u)).只有 M(s ,1 , u)满足方程(40)时 ,
它才是非零的 ,满足方程(40)的表示 s称为非零表示.只有非零表示的 CT(M(s , 1 , u))才是
物理因子.因为根据(42)式对于 t ≠1的其他矩阵元 M(s , t , u)与 M(s , 1 , u)只有相因子
M x(s , t)的差异 ,并且这个相因子 M x(s , t)由表示 s与分量 t 决定 ,与矩阵元的具体数值及序
号 u 无关 ,是几何因子.
非零 M(s ,1 , u)写为 M(S , u)=M(S)与零矩阵元相区别 ,只有对应于 M(S)的 CT 矩
阵元才是真正的物理因子 ,这样求取物理因子的方法可称 SOT 方法.这一方法与不可约张量
方法完全等价 ,因为这两个方法均实现了物理因子与几何因子的完全分离.但是 SOT 方法所
求取的物理因子是单纯的一项.按不可约张量方法 ,这物理因子可能是多项的混合.N 愈
大 ,项数愈多 ,并且需要采用各种偶合系数 ,不同点群又需要不同的偶合系数.因此 SOT 方法







M(N)=M(s , t , u)与复共轭张量 M ＊(s , t , u)有相同的基函数结构{M(g);g =1 , … ,
K G},但相因子 φg(M
＊)=360°-φg(M){g=1 , … , KG}.M(N)的值 M x(N)是实值还是复










(N)属于相同的 SO T 表示 ,即 M(N)=
M(S , u)与 M ＊(N)=M(S , t , u)的 S 指标是相同的 ,即
g tM(N)=g tM(S , u)=exp(φt i)M(S , t , u). (44)
设 M x(N)=exp(φi) M x(N) , 则
M x
＊(N)=exp(-φi) M x(N) =exp(-φt)exp(φi) M x(N) ,
φ=-φt/2. (45)
因而 ,相因子 φ为几何因子 ,由序号 S 与 t 确定 ,与 M x(N) 及序号 u 无关.3)M
＊(N)与
M(N)是不同的表示 ,M ＊(N)=M ＊(S , t , u)=M(S1 , t , u), S ≠S 1 , 但很明显 M
＊(N)必
然与 M(N)是复共轭表示.即对任意 g , gM(N)与 gM ＊(N)是复共轭张量 ,此时 ,设





x(N) =exp(-φi) M x(N) , (46)
其 φ值可能与具体的基函数及序号 u 有关 ,是物理因子.但复共轭表示矩阵元的绝对值相
等 ,而相因子符号相反 , M(N)表示与其复表示总共也只有 2个物理因子 φ及 M x(N) .
3　结论
本文给出了计算 SO的封闭公式 ,其中对配体原子采用局部坐标系 ,中心原子采用标准坐
标系.这使任何分子体系 ,任意点群SO基函数 M 按分子点群的子群的局域不可约表示标准
化.对整体分子而言 ,M 又是定域的轨道 , M 在 G 下的变换可用 2个量子数表征:g(M)=
(M(g), φ(g))=M(g)exp(φ(g)i).M 及其任意N 阶张量M(N)都按 SOT 某一表示(s)的
某一个基(t)变换.标准 SO T 可写为 M(s , t , u).相同 s , u ,不同 t 指标基在 G 下可相互变
换 ,但不混合 ,是等价的.当计算 M(N)张量的矩阵元时 ,仅仅满足非零条件的方程(40)的矩
阵元 M(S)为物理因子.M(s , t)的完全集合形成 SOT 群 ,每一个 M(s , t)就是一个群元.
每一个点群有一个 SOT 群 ,不同点群有不同的 SOT 群.SOT 方法简单地实现了 N 秩张量矩
阵元中物理因子与几何因子的完全分离 ,与不可约张量方法是等效的.但是不可约张量方法
对具有多维(蜕化)不可约表示的点群 ,一个矩阵元可能是许多项的混合 ,是一个 kN 问题 , N
愈大 ,用不可约张量方法计算矩阵元就愈困难.而 SO T 方法在 N 为任何值时矩阵元均为单
纯的一项.另外 ,不可约张量方法对不同的点群要用不同的偶合系数 , SOT 方法则采用一个
统一算法 ,一个 SO T(M(s , t , u))对应一个群元 M(s , t),自动将物理因子与几何因子分离 ,
无需任何偶合系数.由于 SO 的定域性 , M 可视作为空间的一个点 , M(2)可视作一个棱 ,
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M(4)可视作一个四面体 , M(N)表示一个 N 点复合多面体 ,有比较清析的物理图象.
目前 ,在 post-SCF 计算软件中 ,仍未能充分运用点群对称 ,这主要因为 kN 的问题.SOT




解决了的计算问题 ,如在点群对称存在时 d n 与 f n 组态能谱分类与能量矩阵元的计算[ 1] ,多面
体分子轨道理论中群重叠积分与能量矩阵元的计算[ 2] ,SOT 方法也能更为简单一般地求解.
众所周知 ,在SO3旋转群方法中引入角动量 、自旋等算符和相应的对易规则使多电子原
子群论方法规范化.现在的工作建立了点群对称操作与角动量算符的对应关系 , SOT 的本征
算符 ga 对应于角动量算符M
2 和 Mz ,转移算符 gt 对应于阶梯算符M+和 M- ,实现了 N 秩
张量点群对称操作的量子化.它将使多电子分子的点群理论方法规范化与量子化.我们提出
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